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Анотацiї

Мiшнєв Денис Євгенiйович. МГД нестiйкiсть поверхонь роздi-

лу в системi незмiшуваних рiдин. 33 сторiнок, 10 рисункiв, 2 лiстин-

гiв. У роботi дослiджується нестiйкiсть поверхонь роздiлу у рiдкометалевiй

батареї, що виникають пiд впливом МГД взаємодiї. Система моделюється

за допомогою системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. Дослiджено

положення рiвноваги та їх стiйкiсть. Визначено умови втрати стiйкостi по-

ложення рiвноваги.

Ключовi слова: магнiтогiдродинамiка, рiдкометалева батарея, нестiй-

кiсть, коливання.

Mishniev Denys. Interface MHD instability in a system of im-

miscible liquids. 33 pages, 10 figures, 2 listings. The paper investigates

the instability of interfaces in a liquid metal battery, which arise under the

influence of MHD interaction. The system is modeled using a system of

nonlinear differential equations. Equilibrium states and their stability are

investigated. The conditions for the loss of stability of the equilibrium states

are determined.

Keywords: magnetohydrodynamics, liquid metal battery, instability, os-

cillation.
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Вступ

Сучасний свiт є дуже енергозалежним. Постiйне зростання кiлькостi

населення, розвиток цифрових технологiй, популяризацiя електромобiлiв

потребують значної генерацiї електроенергiї. Крiм того, розвиток i дослi-

дження, нинi популярного, штучного iнтелекту вимагають для своєї ро-

боти власних електростанцiй. Таким чином, прогнозується, що потреба в

електроенергiї до середини XXI столiття зросте бiльш нiж удвiчi. Проте

будiвництво нових електростанцiй стикається з клiматичною проблемою,

яка закликає до зменшення викидiв вiд використання вугiльних, газових

та нафтових електростанцiй. Єдиним шляхом залишається збiльшення ви-

користання вiдновлюваних джерел енергiї, таких як сонячна та вiтрова,

якi є бiльш екологiчними. Але генерацiя енергiї вiд сонячних i вiтрових

електростанцiй є доволi нестабiльною та сильно залежить вiд погодних i

клiматичних умов. Також вони не можуть швидко збiльшити або змен-

шити виробництво енергiї, через що не вiдповiдають поточному попиту в

системi — тобто пiки виробництва не збiгаються з пiками споживання. Че-

рез низку цих проблем у системi можуть виникати дефiцити, що призведе

до вiялових вiдключень, або ж буде надлишок енергiї, який може спри-

чинити аварiї, якщо його не скинути. Такi проблеми є актуальними i для

України. Через обстрiли тепловi електростанцiї, якi є доволi гнучкими у

виробництвi електроенергiї, не працюють, а iншi не мають змоги швидко

реагувати на потреби споживачiв, через що маємо постiйнi вiдключення.

Для вирiшення цiєї проблеми потрiбнi ефективнi, потужнi, довгостроковi

сховища електроенергiї.

Iснують рiзнi системи зберiгання: тепловi, механiчнi та електрохiмiчнi.
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Дослiдження показали, що електрохiмiчнi технологiї, зокрема батареї, мо-

жуть вiдповiдати всiм зазначеним вимогам. Серед рiзних типiв рiдкоме-

талевi батареї є перспективними кандидатами для великомасштабного та

довготривалого стацiонарного зберiгання електроенергiї.

Рiдкометалева батарея мiстить електрохiмiчний елемент, що складає-

ться з трьох шарiв рiдини: легкого рiдкого металу A, який зазвичай є

лужним або лужноземельним з найнижчою щiльнiстю, важкого металу

B внизу, та сумiшi розплавленого соляного електролiту мiж ними. Че-

рез рiзницю густин рiдини не змiшуються. У процесi розряду батареї рiд-

кий метал A вiддає електрони, внаслiдок чого на межi роздiлу електрод-

електролiт вiдбувається реакцiя окиснення. Далi отриманi iони перемiщу-

ються електролiтом до нижнього металу, де вiдбувається наступна еле-

ктрохiмiчна реакцiя на межi електролiт-метал B. Товщина шару металу

B збiльшується, а шару металу A — зменшується. Пiд час цього проце-

су верхнiй метал виступає анодом, нижнiй — катодом. У разi заряджання

процес вiдбувається у зворотному напрямку: метал B вiддає електрони, на

межi з електролiтом вiдбувається реакцiя, отриманi iони прямують до ме-

жi з металом A, де вiдбувається електрохiмiчна реакцiя, що призводить до

збiльшення шару металу A i зменшення шару металу B. У цьому випадку

метал B виконує роль анода, а метал A — катода [1].

Проте у таких батареях виникають деякi нестабiльностi, якi можуть

призвести до деформацiї межi роздiлу, що, своєю чергою, може спричини-

ти розрив шарiв i руйнування батареї. Одна з можливих нестабiльностей

виникає внаслiдок магнiтоелектрогiдродинамiчної взаємодiї. Пiд час заря-

джання або розряджання сильний струм проходить через шари рiдини з

дуже рiзною електропровiднiстю. Це означає, що навiть незначна дефор-

мацiя поверхнi роздiлу електролiт-метал, тобто змiна локальної товщини



6

електролiту, викликає значну змiну локального опору i, вiдповiдно, значнi

коливання в розподiлi електричних струмiв усерединi батареї.

У роботi розглянуто математичну модель коливань двох поверхонь роз-

дiлу, якi виникають пiд впливом МГД взаємодiї. Дослiджується система

чотирьох диференцiальних рiвнянь другого порядку вiдносно амплiтудних

множникiв двох головних мод коливань.



Роздiл 1

Постановка задачi

Розглянемо основний принцип роботи рiдкометалевої батареї [1] (Рис.

1.1). Як зазначалося ранiше, рiдкометалева батарея складається з трьох

речовин: легкого металу A, наприклад, лiтiю або магнiю, соляного розпла-

ву електролiту та важкого металу B, такого як галiй, вiсмут або алюмiнiй.

Пiд час розряджання рiдкий метал A вiддає свої електрони, внаслiдок чого

на межi роздiлу мiж металом A та електролiтом вiдбувається електрохiмi-

чна реакцiя (1.1):

A→ Ane+ + nee
− (1.1)

де nee
− - кiлькiсть вiдданих електронiв;

Ane+ - позитивно зарядженi iони металу A, отриманi внаслiдок реакцiї

Далi, внаслiдок дифузiї, iони Ane+ досягають межi роздiлу мiж електро-

лiтом та рiдким металом B, де вiдбувається електрохiмiчна реакцiя вiднов-

лення (1.2):

Ane+ + nee
− → A (1.2)

Вiдновленi атоми металу A дифундують у металi B, утворюючи сплав.

У цьому процесi товщина нижнього шару рiдкого сплаву збiльшується, а

верхнього шару — зменшується. Пiд час заряджання вiдбувається зворо-

тний процес. На нижнiй сплав металу подається струм iз зовнiшнього дже-

рела електроенергiї. Зовнiшнiй струм руйнує хiмiчний зв’язок легкого та

важкого металiв, утворюючи позитивнi iони легкого металу Ane+ та вiльнi

електрони nee
−. Вiльнi електрони виводяться у зовнiшнiй контур та спря-
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мовуються через нього до верхньої частини батареї. Позитивнi iони легкого

металу рухаються вгору через електролiт. Далi, на поверхнi роздiлу мiж

легким металом A та електролiтом, вони захоплюють вiльнi електрони, якi

надiйшли з зовнiшнього контуру. Таким чином, верхнiй шар металу збiль-

шується, а нижнiй сплав зменшується.

Рис. 1.1: Схематичний процес заряджання та розряджання рiдкометалевої
батареї. Малюнок взято з [2]

Дослiдження рiдкометалевих батарей здебiльшого пов’язанi з вивченням

течiй та магнiтогiдродинамiчної нестабiльностi [3,4]. Остаточною метою є

визначення руйнiвного впливу рiзних нестабiльностей на батарею, що ви-

никають пiд час заряджання або розряджання.

У данiй роботi розглядається нестабiльнiсть, що виникає через сили Ло-

ренца в магнiтному полi, iндукованому струмом. Так, у рiдкометалевiй ба-

тареї присутнє магнiтне поле, а струм вертикально протiкає через шари

рiдкого металу. Якщо на межi роздiлу з’являється невелика деформацiя,

тодi розподiл струму змiнюється, i виникає збурений струм. Цей струм вза-

ємодiє з магнiтним полем, що створює сили Лоренца. Якщо сили в’язкого

опору не можуть загальмувати вплив сил Лоренца, тодi коливання можуть

посилюватися, що, у свою чергу, призводить до погiршення роботи батареї
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або її руйнування. Схематично цей процес зображено на (Рис. 1.2).

Рис. 1.2: Схематичне зображення змiни товщини електролiту.

де J - сталий вертикальний струм; j - густина збуреного електричного

струму; M - iндукцiя магнiтного поля; f - сила Лоренца.

Дослiдження цiєї МГД-нестабiльностi вже проводились Зiкановим [2],

проте у його роботi розглядалася спрощена модель без урахування сил

в’язкого опору, якi вiдiграють важливу роль для стiйкостi системи рiдин.

Зауважимо, що аналогiчнi дослiдження проводились у зв’язку з можливою

нестабiльнiстю поверхнi роздiлу рiдкого металу i електролiту в алюмiнiєвих

електролiзерах. Зокрема в роботi Sele T. [5] пояснюється механiзм збудже-

ння хвилi що обертається.

Спираючись на роботу [2], розглянемо систему диференцiальних рiв-

нянь, яка описує коливання двох поверхонь роздiлу.

Нехай, електричний струм вiдсутнiй, тодi межi роздiлу коливаються ли-

ше з власними частотами. Такi коливання можна описати системою:

Ẍ1 + ω2
1xX1 = 0

Ÿ1 + ω2
1yY1 = 0

Ẍ2 + ω2
2xX2 = 0

Ÿ2 + ω2
2yY2 = 0

(1.3)
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де Xi, Yi — це функцiї часу (амплiтуднi множники), якi описують вiдхиле-

ння вiд стану спокою поверхонь роздiлу рiдин вздовж напрямкiв осей x та

y вiдповiдно;

ωix та ωiy — власнi частоти коливань для кожної межi роздiлу.

Кожне рiвняння у системi описує коливання вiдносно осей x та y.

Для врахування сил в’язкого опору, якi виникають через тертя рiдин

мiж собою та стiнками ємностi, додамо доданки, що вiдповiдають за їх

вплив. Тодi система (1.3) матиме наступний вигляд:



Ẍ1 + µ1xẊ1 + ω2
1xX1 = 0

Ÿ1 + µ1yẎ1 + ω2
1yY1 = 0

Ẍ2 + µ2xẊ2 + ω2
2xX2 = 0

Ÿ2 + µ2yẎ2 + ω2
2yY2 = 0

(1.4)

де µixẊi та µiyẎi - доданки, якi вiдповiдають силам в’язкого опору.

Оскiльки пiд час роботи рiдкометалевої батареї виникають МГД-

взаємодiї, то їх також потрiбно враховувати, а також вплив коливань однiєї

поверхнi роздiлу на iншу. Тому до системи (1.4) додаються ще доданки, якi

бiльш детально описанi у статтi [2].

Ẍ1 + µ1xẊ1 + ω2
1xX1 − k1x(Y2 − Y1) = 0

Ÿ1 + µ1yẎ1 + ω2
1yY1 + k1y(X2 −X1) = 0

Ẍ2 + µ2xẊ2 + ω2
2xX2 + k2x(Y2 − Y1) = 0

Ÿ2 + µ2yẎ2 + ω2
2yY2 − k2y(X2 −X1) = 0

(1.5)

kix(Y2−Y1); kiy(X2−X1) - доданки, що враховують взаємодiю мiж модами
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Xi, Yi та вплив однiєї границi на iншу

Ця лiнiйна система диференцiальних рiвнянь описує сумiснi коливання

двох поверхонь роздiлу у рiдкометалевiй батареї за умови малих амплi-

туд. Якщо ж амплiтуди коливань починають зростати, то в системi (1.5)

з’являються нелiнiйнi доданки, оскiльки лiнiйне наближення вже не пра-

цює, i потрiбно враховувати нелiнiйнi ефекти. У кожному з рiвнянь будемо

враховувати лише головнi нелiнiйнi доданки, вважаючи їх квадратичними.

Тодi система (1.5) прийме вигляд:



Ẍ1 + µ1xẊ1 + ω2
1xX1 − k1x(Y2 − Y1) + c1xX

2
1 = 0

Ÿ1 + µ1yẎ1 + ω2
1yY1 + k1y(X2 −X1) + c1yY

2
1 = 0

Ẍ2 + µ2xẊ2 + ω2
2xX2 + k2x(Y2 − Y1) + c2xX

2
2 = 0

Ÿ2 + µ2yẎ2 + ω2
2yY2 − k2y(X2 −X1) + c2yY

2
2 = 0

(1.6)



Роздiл 2

Дослiдження лiнiйної системи

Дослiдимо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь (1.5), визначимо

положення рiвноваги системи та їхню стiйкiсть, знайдемо випадки та умо-

ви, за яких положення рiвноваги змiнює свою стiйкiсть.

Положення рiвноваги визначається з умов: Ẍi = Ẋi = Ÿi = Ẏi = 0.

Отже, система (1.5) набуває вигляд:



ω2
1xX1 − k1x(Y2 − Y1) = 0

ω2
1yY1 + k1y(X2 −X1) = 0

ω2
2xX2 + k2x(Y2 − Y1) = 0

ω2
2yY2 − k2y(X2 −X1) = 0

(2.1)

Ця система має розв’язок лише в точцi Xi = Yi = 0, яка є положенням

рiвноваги. Щоб перевiрити стацiонарну точку на стiйкiсть, потрiбно дещо

змiнити систему (1.5). Виконаємо замiну Ẋi = Vxi
та Ẏi = Vyi. У резуль-

татi отримаємо нову систему з восьми диференцiальних рiвнянь першого

порядку:

12
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

Ẋ1 = Vx1

V̇x1 = −µ1xVx1 − ω2
1xX1 + k1x(Y2 − Y1)

Ẏ1 = Vy1

V̇y1 = −µ1yVy1 − ω2
1yY1 − k1y(X2 −X1)

Ẋ2 = Vx2

V̇x2 = −µ2xVx2 − ω2
2xX2 − k2x(Y2 − Y1)

Ẏ2 = Vy2

V̇y2 = −µ2yVy2 − ω2
2yY2 + k1y(X2 −X1)

(2.2)

Матриця коефiцiєнтiв цiєї системи має вигляд:

J =



0 1 0 0 0 0 0 0

−ω2
1x −µ1x −k1x 0 0 0 k1x 0

0 0 0 1 0 0 0 0

k1y 0 −ω2
1y −µ1y −k1y 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 k2x 0 −ω2
2x −µ2x −k2x 0

0 0 0 0 0 0 0 1

−k2y 0 0 0 k2y 0 −ω2
2y −µ2y



(2.3)

Характеристичний многочлен цiєї матрицi буде восьмого степеня

P (λ) = λ8 + a7λ
7 + a6λ

6 + a5λ
5 + a4λ

4 + a3λ
3 + a2λ

2 + a1λ+ a0 (2.4)

де ai - рiзнi комбiнацiї коефiцiєнтiв ωij;µij; kij, i = [1, 2]; j = [x, y].

Аналiтичний розв’язок такого характеристичного рiвняння неможли-

вий, тому для подальшого дослiдження необхiдно шукати чисельнi

розв’язки.
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Розглянемо випадок, коли батарея має квадратний горизонтальний пе-

рерiз, тобто довжина вздовж осей x та y однакова. У цьому випадку ко-

ефiцiєнти при вiдповiдних доданках будуть однаковими. Також оберемо

значення цих параметрiв.

µ1x = µ1y = 1.4;µ2x = µ2y = 1.8;

ω1x = ω1y = 1.2;ω2x = ω2y = 1.6;

k1x = k1y = 1.5; k2x = k2y = 2.0;

За таких параметрiв коренi характеристичного многочлена (2.4) мати-

муть такий вигляд:

λ1 = −1.9 + 1.62i

λ2 = −1.9− 1.62i

λ3 = 0.27 + 1.575i

λ4 = 0.27− 1.575i

λ5 = −0.798 + 1.119i

λ6 = −0.798− 1.119i

λ7 = −0.772 + 1.165i

λ8 = −0.772− 1.165i

Оскiльки λ3 та λ4 мають додатну дiйсну частину, то стацiонарна точка

Xi = Yi = 0 є нестiйкою. Побудуємо фазовий портрет. Оскiльки система

(2.2) є восьмивимiрною, єдиним варiантом вiзуалiзацiї є побудова проекцiй.

Кiлькiсть можливих проекцiй становить двадцять вiсiм, однак не всi з них

є достатньо зручними для аналiзу. Тому у цiй роботi будуть наведенi лише
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найбiльш iнформативнi проекцiї.

Вiзьмемо два варiанта початкових умов A та B:

A : X1 = 1;Vx1 = 0;X2 = 1;Vx2 = 0;Y1 = 1;Vy1 = 0;Y2 = 1;Vy2 = 0

B : X1 = 2;Vx1 = 0;X2 = 2.1;Vx2 = 0;Y1 = 1.8;Vy1 = 0;Y2 = 1.5;Vy2 = 0

Тодi проекцiї фазових траєкторiй будуть наступними:

Рис. 2.1: Нестiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X1, Vx1) та (Y1, Vy1)

Кожна траєкторiя починається з синьої точки. Червона траєкторiя вiд-

повiдає точцi A, зелена - точцi B. Чорнi лiнiї не є проекцiями фазових

траєкторiй - вони лише вказують напрямок руху вздовж траєкторiї.

Як можемо бачити, проекцiї фазових траєкторiй вiддаляються вiд по-

ложення рiвноваги, що пiдтверджує ранiше зроблений висновок про не-

стiйкiсть положення рiвноваги. Це зумовлено тим, що коефiцiєнти kij при

доданках, якi вiдповiдають за МГД взаємодiю, є достатньо великими вiд-

носно iнших коефiцiєнтiв при вiдповiдних доданках, щоб положення рiвно-

ваги стало нестiйким. Збiльшення коефiцiєнтiв при доданках, що вiдповiд-

ають за сили в’язкого опору, може зробити положення рiвноваги стiйким.
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Рис. 2.2: Нестiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X2, Vx2) та (Y2, Vy2)

Розглянемо випадок зi збiльшеними значеннями коефiцiєнтiв µij:

µ1x = µ1y = 2.5;µ2x = µ2y = 3.0;

З (2.3) та (2.4) ми отримуємо, що усi дiйснi частини коренiв характери-

стичного многочлена є вiд’ємними а отже, положення рiвноваги стiйке.

λ1 = −2.698 + 1.350i

λ2 = −2.698− 1.350i

λ3 = −0.087 + 1.319i

λ4 = −0.087− 1.319i

λ5 = −1.378 + 0.265i

λ6 = −1.378− 0.265i

λ7 = −1.335 + 0.296i

λ8 = −1.335− 0.296i
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Початковi умови на цей раз будуть iншими:

A : X1 = 5;Vx1 = 0;X2 = 5.1;Vx2 = 0;Y1 = 3.8;Vy1 = 0;Y2 = 3.5;Vy2 = 0

B : X1 = 2;Vx1 = 0;X2 = 1.1;Vx2 = 0;Y1 = 2.2;Vy1 = 0;Y2 = 3.0;Vy2 = 0

Усi траєкторiї швидко прямують до положення рiвноваги, що пiдтвер-

джує стiйкiсть стацiонарної точки при збiльшених коефiцiєнтах µij.

Рис. 2.3: Стiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X1, Vx1) та (Y1, Vy1)

Рис. 2.4: Стiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X2, Vx2) та (Y2, Vy2)



Роздiл 3

Дослiдження нелiнiйної системи

Розглянемо нелiнiйну систему, описану в першому роздiлi.



Ẍ1 + µ1xẊ1 + ω2
1xX1 − k1x(Y2 − Y1) + c1xX

2
1 = 0

Ÿ1 + µ1yẎ1 + ω2
1yY1 + k1y(X2 −X1) + c1yY

2
1 = 0

Ẍ2 + µ2xẊ2 + ω2
2xX2 + k2x(Y2 − Y1) + c2xX

2
2 = 0

Ÿ2 + µ2yẎ2 + ω2
2yY2 − k2y(X2 −X1) + c2yY

2
2 = 0

(3.1)

Положення рiвноваги цiєї системи визначається з умов: Ẍi = Ẋi = Ÿi =

Ẏi = 0. Отже, (3.1) набуває вигляду:



ω2
1xX1 − k1x(Y2 − Y1) + c1xX

2
1 = 0

ω2
1yY1 + k1y(X2 −X1) + c1yY

2
1 = 0

ω2
2xX2 + k2x(Y2 − Y1) + c2xX

2
2 = 0

ω2
2yY2 − k2y(X2 −X1) + c2yY

2
2 = 0

(3.2)

Як i у випадку з лiнiйною системою, положення рiвноваги буде лише в

точцi Xi = Yi = 0. Для перевiрки стацiонарної точки на стiйкiсть перетво-

римо систему (3.1) так само як i у випадку з лiнiйною системою, зробивши

замiну: Ẋi = Vxi
та Ẏi = Vyi. У результатi отримаємо систему диференцi-

альних рiвнянь першого порядку:

18
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

Ẋ1 = Vx1

V̇x1 = −µ1xVx1 − ω2
1xX1 + k1x(Y2 − Y1)− c1xX

2
1

Ẏ1 = Vy1

V̇y1 = −µ1yVy1 − ω2
1yY1 − k1y(X2 −X1)− c1yY

2
1

Ẋ2 = Vx2

V̇x2 = −µ2xVx2 − ω2
2xX2 − k2x(Y2 − Y1)− c2xX

2
2

Ẏ2 = Vy2

V̇y2 = −µ2yVy2 − ω2
2yY2 + k1y(X2 −X1)− c2yY

2
2

(3.3)

Для подальшого дослiдження стацiонарної точки на стiйкiсть скориста-

ємося методом Якобi. Матриця Якобi для системи (3.3) матиме вигляд:

J =



0 1 0 0 0 0 0 0

c1xX1 − ω2
1x −µ1x −k1x 0 0 0 k1x 0

0 0 0 1 0 0 0 0

k1y 0 c1yY1 − ω2
1y −µ1y −k1y 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 k2x 0 c2xX2 − ω2
2x −µ2x −k2x 0

0 0 0 0 0 0 0 1

−k2y 0 0 0 k2y 0 c2yY2 − ω2
2y −µ2y


(3.4)

Оскiльки положення рiвноваги лише одне i воно є нульовим, то, пiд-

ставляючи Xi = Yi = 0 у матрицю (3.4), отримуємо таку саму матрицю,

що й у (2.3). Для зручностi виберемо такi самi коефiцiєнти µij;ωij; kij та

визначимось з коефiцiєнтами cij:

µ1x = µ1y = 1.4;µ2x = µ2y = 1.8;

ω1x = ω1y = 1.2;ω2x = ω2y = 1.6;
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k1x = k1y = 1.5; k2x = k2y = 2.0;

c1x = c1y = 1.5; c2x = c2y = 2.0;

Коефiцiєнти cij не впливають на коренi характеристичного многочле-

ну, тому значення λi будуть такими самими, як i в лiнiйному випадку, а

положення рiвноваги — нестiйким.

Побудуємо проєкцiї фазового портрета:

Рис. 3.1: Нестiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X1, Vx1) та (Y1, Vy1)

Рис. 3.2: Нестiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X2, Vx2) та (Y2, Vy2)
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Було обрано такi початковi умови:

A : X1 = 0.3;Vx1 = 0;X2 = 0.2;Vx2 = 0;Y1 = 0.3;Vy1 = 0;Y2 = 0.2;Vy2 = 0

B : X1 = 0.15;Vx1 = 0;X2 = 0.33;Vx2 = 0;Y1 = 0.1;Vy1 = 0;Y2 = 0.33;Vy2 = 0

Як можемо бачити, положення рiвноваги дiйсно є нестiйким. Швидкiсть

вiддалення траєкторiй вiд положення рiвноваги є досить великою, саме

через вплив нелiнiйних доданкiв.

Оскiльки ранiше було з’ясовано, що стiйкiсть стацiонарної точки не зале-

жить вiд коефiцiєнтiв при нелiнiйних доданках, то для отримання стiйкого

положення рiвноваги достатньо взяти µ1x = µ1y = 2.5;µ2x = µ2y = 3;. Для

кращої вiзуалiзацiї розглянемо такi початковi умови:

A : X1 = 0.3;Vx1 = 0;X2 = 0.2;Vx2 = 0;Y1 = 0.3;Vy1 = 0;Y2 = 0.2;Vy2 = 0

B : X1 = −1;Vx1 = 0;X2 = −1;Vx2 = 0;Y1 = −1;Vy1 = 0;Y2 = −1;Vy2 = 0

Проєкцiї фазового портрета матимуть вигляд:

Рис. 3.3: Cтiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X1, Vx1) та (Y1, Vy1)

Проєкцiї траєкторiй дiйсно наближаються до стацiонарної точки, що
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Рис. 3.4: Cтiйке положення рiвноваги. Проекцiя на (X2, Vx2) та (Y2, Vy2)

вказує на її стiйкiсть. Як i в минулому випадку, можемо зробити висновок,

що коефiцiєнти при нелiнiйних доданках впливають на швидкiсть набли-

ження до положення рiвноваги.

Пiд час дослiдження системи комбiнувалися рiзнi значення параметрiв,

проте граничних циклiв, якi виникали при аналiзi МГД нестiйкостi в алю-

мiнiєвих електролiзерах [6], виявлено не було.



Роздiл 4

Лiстинги

У цьому роздiлi наведенi програми мовою Python, якi були написанi для

чисельних розрахункiв.

Перший лiстинг.

Лiстинг 4.1: Пошук стацiонарної точки. Визначення стiйкостi положення

рiвноваги

import numpy as np

from s c ipy . opt imize import f s o l v e

import sympy as sp

mu_1x, mu_1y = 1 . 4 , 1 . 4

mu_2x, mu_2y = 1 . 8 , 1 . 8

omega_1x , omega_1y = 1 . 2 , 1 . 2

omega_2x , omega_2y = 1 . 6 , 1 . 6

k_1x , k_1y = 1 . 5 , 1 . 5

k_2x , k_2y = 2 . 0 , 2 . 0

c_1x , c_1y = 2 . 5 , 2 . 5

c_2x , c_2y = 2 . 6 , 2 . 6

X1 , vX1 , Y1 , vY1 , X2 , vX2 , Y2 , vY2 = sp . symbols ( ’X1␣vX1
←↩

␣Y1␣vY1␣X2␣vX2␣Y2␣vY2 ’ )

23
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F = sp . Matrix ( [

vX1 ,

−mu_1x ∗ vX1 − omega_1x∗∗2 ∗ X1 + k_1x ∗ (Y2−Y1)−
←↩

c_1x∗X1∗∗2 ,

vY1 ,

−mu_1y ∗ vY1 − omega_1y∗∗2 ∗ Y1 − k_1y ∗ (X2−X1)−
←↩

c_1y∗Y1∗∗2 ,

vX2 ,

−mu_2x ∗ vX2 − omega_2x∗∗2 ∗ X2 − k_2x ∗ (Y2−Y1)−
←↩

c_2x∗X2∗∗2 ,

vY2 ,

−mu_2y ∗ vY2 − omega_2y∗∗2 ∗ Y2 + k_2y ∗ (X2−X1)−
←↩

c_2y∗Y2∗∗2

] )

J = F. jacob ian ( [X1 , vX1 , Y1 , vY1 , X2 , vX2 , Y2 , vY2 ] )

print ( "J : " )

sp . ppr int ( J )

J_func = sp . lambdify ( (X1 , vX1 , Y1 , vY1 , X2 , vX2 , Y2 ,
←↩

vY2) , J , ’numpy ’ )

def equ i l ibr ium_equat ions (vars ) :

X1 , Y1 , X2 , Y2 = vars

eq1 = omega_1x∗∗2 ∗ X1 − k_1x ∗ (Y2−Y1)

eq2 = omega_1y∗∗2 ∗ Y1 + k_1y ∗ (X2−X1)
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eq3 = omega_2x∗∗2 ∗ X2 + k_2x ∗ (Y2−Y1)

eq4 = omega_2y∗∗2 ∗ Y2 − k_2y ∗ (X2−X1)

return [ eq1 , eq2 , eq3 , eq4 ]

num_guesses = 100

i n i t i a l_gu e s s e s = np . random . uniform (−10 , 10 , (
←↩

num_guesses , 4) )

e q u i l i b r i a = [ ]

for guess in i n i t i a l_gu e s s e s :

s o l = f s o l v e ( equi l ibr ium_equat ions , guess , x t o l=1e
←↩

−10)

i f np . a l l c l o s e ( equ i l ibr ium_equat ions ( s o l ) , [ 0 , 0 ,
←↩

0 , 0 ] , a t o l=1e−5) :

i f not any(np . a l l c l o s e ( so l , eq , a t o l=1e−5) for
←↩

eq in e q u i l i b r i a ) :

e q u i l i b r i a . append ( s o l )

e q u i l i b r i a = np . array ( e q u i l i b r i a )

def c l a s s i f y_equ i l i b r i um ( e i g enva lu e s ) :

r ea l_part s = np . r e a l ( e i g enva lu e s )

imag_parts = np . imag ( e i g enva lu e s )

i f np . a l l ( r ea l_part s < 0) :

return " Stab le ␣node"
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e l i f np . a l l ( r ea l_part s > 0) :

return "Unstable ␣node"

e l i f np .any( r ea l_part s > 0) and np .any( r ea l_part s <
←↩

0) :

return "Saddle "

e l i f np . a l l ( r ea l_part s == 0) and np .any( imag_parts
←↩

!= 0) :

return "Center "

e l i f np . a l l ( r ea l_part s < 0) and np .any( imag_parts
←↩

!= 0) :

return " Stab le ␣ f o cus "

e l i f np . a l l ( r ea l_part s > 0) and np .any( imag_parts
←↩

!= 0) :

return "Unstable ␣ f o cus "

else :

return "NaN"

for eq in e q u i l i b r i a :

X1_val , Y1_val , X2_val , Y2_val = eq

J_numeric = np . array ( J_func (X1_val , 0 , Y1_val , 0 ,
←↩

X2_val , 0 , Y2_val , 0) , dtype=f loat )

e i g enva lu e s = np . l i n a l g . e i g v a l s ( J_numeric )

equi l ibr ium_type = c l a s s i f y_equ i l i b r i um ( e i g enva lu e s
←↩

)

print ( f " Equi l ibr ium␣ po s i t i o n ␣ (X1 , ␣Y1 , ␣X2 , ␣Y2) ␣=␣{eq
←↩

}␣−>␣Eigen␣ va lue s : ␣{ e i g enva lu e s }␣−>␣Type : ␣{
←↩
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equi l ibr ium_type }" )

print ( eq )

Лiстинг 4.2: Побудова фазового портрету

import numpy as np

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

from s c ipy . i n t e g r a t e import ode int

import seaborn as sns

mu_1x, mu_1y = 1 . 4 , 1 . 4

mu_2x, mu_2y = 1 . 8 , 1 . 8

omega_1x , omega_1y = 1 . 2 , 1 . 2

omega_2x , omega_2y = 1 . 6 , 1 . 6

k_1x , k_1y = 1 . 5 , 1 . 5

k_2x , k_2y = 2 . 0 , 2 . 0

c_1x , c_1y = 2 . 5 , 2 . 5

c_2x , c_2y = 2 . 6 , 2 . 6

def system ( state , t ) :

X1 , dX1 , Y1 , dY1 , X2 , dX2 , Y2 , dY2 = s t a t e

ddX1 = −mu_1x ∗ dX1 − omega_1x∗∗2 ∗ X1 + k_1x ∗ (Y2
←↩

− Y1)+c_1x∗X1∗∗2

ddY1 = −mu_1y ∗ dY1 − omega_1y∗∗2 ∗ Y1 − k_1y ∗ (X2
←↩
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− X1)+c_1y∗Y1∗∗2

ddX2 = −mu_2x ∗ dX2 − omega_2x∗∗2 ∗ X2 − k_2x ∗ (Y2
←↩

− Y1)+c_2x∗X2∗∗2

ddY2 = −mu_2y ∗ dY2 − omega_2y∗∗2 ∗ Y2 + k_2y ∗ (X2
←↩

− X1)+c_2y∗Y2∗∗2

return [ dX1 , ddX1 , dY1 , ddY1 , dX2 , ddX2 , dY2 , ddY2 ]

t = np . l i n s p a c e (0 , 10 , 5000)

i n i t i a l_ c o nd i t i o n s = [

[ 0 . 3 , 0 , 0 . 2 , 0 , 0 . 3 , 0 , 0 . 2 , 0 ] ,

[ 0 . 1 5 , 0 , 0 . 33 , 0 , 0 . 1 , 0 , 0 . 33 , 0 ]

#[5 , 0 , 5 .1 , 0 , 4 .8 , 0 , 3 .5 , 0 ] ,

#[2 , 0 , 1 .1 , 0 , 2 .2 , 0 , 3 .0 , 0 ]

]

t r a j e c t o r i e s = [ ode int ( system , ic , t , r t o l=1e−8, a t o l=1
←↩

e−10) for i c in i n i t i a l_ c o nd i t i o n s ]

var_labe l s = [ "X1" , "vX1" , "Y1" , "vY1" , "X2" , "vX2" , "
←↩

Y2" , "vY2" ]

p r o j e c t i o n s = [ ( i , j , var_labe l s [ i ] , var_labe l s [ j ] ) for
←↩

i in range (8 ) for j in range ( i + 1 , 8) ]

sns . set ( s t y l e="whi teg r id " )

c o l o r s = sns . c o l o r_pa l e t t e ( " hus l " , len (
←↩

i n i t i a l_ c o nd i t i o n s ) )

g r id_s i z e = 30
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for batch in range (0 , len ( p r o j e c t i o n s ) , 6) :

f i g , axes = p l t . subp lo t s (2 , 3 , f i g s i z e =(15 , 10) )

axes = axes . f l a t t e n ( )

for ax , ( ix , iy , x labe l , y l ab e l ) in zip ( axes ,
←↩

p r o j e c t i o n s [ batch : batch+6]) :

a l l_x = np . concatenate ( [ s o l [ : , i x ] for s o l in
←↩

t r a j e c t o r i e s ] )

al l_y = np . concatenate ( [ s o l [ : , i y ] for s o l in
←↩

t r a j e c t o r i e s ] )

margin = 2

x_min , x_max = all_x .min( ) − margin , al l_x .max
←↩

( ) + margin

y_min , y_max = all_y .min( ) − margin , al l_y .max
←↩

( ) + margin

x_vals = np . l i n s p a c e (x_min , x_max, g r id_s i z e )

y_vals = np . l i n s p a c e (y_min , y_max, g r id_s i z e )

X, Y = np . meshgrid ( x_vals , y_vals )

U, V = np . z e r o s_ l i k e (X) , np . z e r o s_ l i k e (Y)

a l l_ s t a t e s = np . concatenate ( t r a j e c t o r i e s )

for i in range ( g r id_s i z e ) :

for j in range ( g r id_s i z e ) :

d i s t an c e s = ( a l l_ s t a t e s [ : , i x ] − X[ i , j
←↩
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] ) ∗∗2 + ( a l l_ s t a t e s [ : , i y ] − Y[ i , j
←↩

] ) ∗∗2

nearest_idx = np . argmin ( d i s t an c e s )

approx_state = a l l_ s t a t e s [ nearest_idx ] .
←↩

copy ( )

approx_state [ i x ] = X[ i , j ]

approx_state [ i y ] = Y[ i , j ]

d e r i v s = system ( approx_state , 0)

U[ i , j ] = de r i v s [ i x ]

V[ i , j ] = de r i v s [ i y ]

ax . s t reamplot (X, Y, U, V, c o l o r=’ b lack ’ ,
←↩

dens i ty =1.2 , l i n ew id th =0.5 , a r rows i z e =0.6)

for idx , ( so l , c o l o r ) in enumerate( zip (
←↩

t r a j e c t o r i e s , c o l o r s ) ) :

l a b e l = "A" i f idx == 0 else "B"

ax . p l o t ( s o l [ : , i x ] , s o l [ : , i y ] , c o l o r=co lo r
←↩

, l a b e l=labe l , l i n ew id th=3)

for idx , eq in enumerate( i n i t i a l_ c o nd i t i o n s ) :

i f idx == 0 :

ax . p l o t ( eq [ i x ] , eq [ i y ] , ’ o ’ , c o l o r=’
←↩

blue ’ , markers i ze=3, l a b e l=" Star t ␣ o f
←↩

␣ t r a j e c t o r y " )

else :

ax . p l o t ( eq [ i x ] , eq [ i y ] , ’ o ’ , c o l o r=’
←↩
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blue ’ , markers i ze=3)

ax . set_xlim (x_min , x_max)

ax . set_ylim (y_min , y_max)

ax . s e t_x labe l ( x l ab e l )

ax . s e t_y labe l ( y l ab e l )

ax . s e t_ t i t l e ( f ’ { x l ab e l }␣vs ␣{ y l ab e l } ’ )

ax . l egend ( )

p l t . t ight_layout ( )

p l t . show ( )

p l t . t ight_layout ( )

p l t . s a v e f i g ( f ’ project ions_batch_nel in_{batch␣//␣6␣+
←↩

␣ 1} . png ’ , dpi=300)

p l t . c l o s e ( )



Висновки

Результати дослiдження математичної моделi МГД нестiйкостi по-

казали, що поведiнка системи змiнюється залежно вiд параметрiв. Єдина

стацiонарна точка (0, 0) може змiнювати свою стiйкiсть. Якщо положення

рiвноваги було нестiйким, траєкторiї прямували до нескiнченностi, що вка-

зує на необмежене зростання амплiтуди коливань. За умов, коли коефiцi-

єнти при доданках, якi вiдповiдають за сили в’язкого опору, перевищували

деякi пороговi значення, система набувала стiйкого положення рiвноваги.

Пiд час дослiдження системи з квадратичною нелiнiйнiстю випадкiв утво-

рення граничного циклу виявлено не було.
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